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Factorisations étranges 
Par CIPRIAN FOIAÇ à Bucarest (Roumanie) 
Au 60-ième anniversaire de mon Maître, collaborateur et ami, le Professeur Béla Sz.-Nagy 
1. L 'un des achèvements.auxquels a conduit là théorie des dilatations unitaires, 
initée il y a 20 ans par B. S Z . - N A G Y [1], a été la découverte, en 1964, du rôle joué par 
les factorisations régulières parmi les factorisations de la fonction caractéristique d 'une 
contraction (voir [3] et [4], Ch. VII). Notamment , à tout sous-espace non-banal 
, invariant pour une contraction c.n.u. T dans l'espace de Hilbert i j1) , il cor-
respond une factorisation régulière2) 
(1) . 0T(A) = 02(A)0l(A) (|/.|<1) 
de la fonction caractéristique de T'en fonctions analytiques contractives telles que les 
parties de pures de 0 / et 0 2 coïncident aux fonctions caractéristiques de la restriction 
T, de T à § i et de la compression T2 de T à. § 2 = S © S i • De plus, à toute factorisa-
tion régulière non-banale (1) de 0 T correspond un sous-espace non-banal de 
S invariant pour T, tel que 0y et 02 soient liées à Tl et T2 de la manière indiquée 
auparavant. 
Dans la conférence [2] au Congrès International des Mathématiciens de Nice 
(1970), B. S Z . - N A G Y a soulevé la question de savoir s'il existe des factorisations 
non-régulières (1), pour lesquelles il existe néanmoins un sous-espace de Jrj tel 
que les parties pures de 0 , et 02 coïncident avec les fonctions caractéristiques de la 
restriction 7 \ de T à et de la compression T.2 de T à § 2 = § © ¡ 5 i • 
Á cette occasion, B. S Z . - N A G Y a remarqué que si Tf C , 0 , telles factorisations 
(que nous appellerons étranges) n'existent pas. Ainsi le problème de l'existence des 
factorisations étranges concerne seulement les fonctions caractéristiques des con-
tractions 7XC.0, dont on sait qu'elles ont des factorisations (non-banales) régulières 
(voir [4], Ch; VII, §3 et §5). 
x) Tous les espaces seront supposés complexes. 
2) Pour cette notion aussi bien que pour toutes les autres, qui ne sont pas définies explicitement, 
nous.renvoyons à [4]. 
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Le but de cette Note est d 'apporter quelques réponses partielles au problème 
des factorisations étranges des fonctions caractéristiques. 
2. P r o p o s i t i o n 1. I! existe une fonction caractéristique ayant des factorisations 
étranges. 
D é m o n s t r a t i o n . Soit (5 un espace de Hilbert séparable de dimension in-
finie. Définissons la fonction analytique (en fait constante) contractive {(£, G, 0 ( 2 ) } par 
(2) 0(A) = - p o u r tout |A| < 1, 
où 7e désigne l 'opérateur identique de (5 et soit T une contraction c.n.u. dont la 
fonction caractéristique coïncide à la fonction définie par (2). Il est manifeste que 
T est une somme orthogonale infinie dénombrable de contractions c.n.u. ayant 
toutes comme fonction caractéristique la fonction numérique constante s — y . 
L'opérateur 5 dans 
© = (H2®L2)Q l-4=u®4=u: udH2 
• 1 / 2 / 2 
défini par 
S*(uev)(e") = e-"(u(e")-tt(0))ee-"v 
a la fonction caractéristique •= — ~ (voir [4], Ch. VI, § 3). Soient dans © 
0 e e n " si « < 0 , e„= \ . i . 
— <?""©—<?""si « s O . 
V 2 | 2 
Alors {e„}"=_00 est une base orthonormale dans © et 
(3) Sen = en+i ( n ^ - 1 ) et Se_l=^e 0. 
Ainsi la fonction 0 définie par (2) coïncide avec la fonction caractéristique de 
l 'opérateur 
T — -Y G S © • • • © S- • • 
(où S est la translation bilatérale pondérée définie par (3)) dans 
Soit © j les sous-espace de © engendré par {e„}°°=0 et posons 
Alors est invariant à T, la restriction Tx de 71 à est une translation unilatérale 
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•de multiplicité infinie tandis que la compression T2 de T à. §>2 = § © § ! est l 'adjointe 
d 'une telle translation. 
Définissons maintenant les fonctions analytiques (en fait constantes) contractives 
{G, G © G © G , 0 ^ / i ) } ' e t {GffiG©G,G, 0 2 ( ; i )} par 
i ( 4 ) 0 ; ( A ) e = ^ : e © j e © y g ( |2 | < 1 ; <?ÇG), 
e2(l){e®f®g)=-e (|¿|<l;e,/,g€G). 
Il est manifeste que les fonctions (2), (4) vérifient (1) et que la partie pure 0 \ de 0 t 
•est la fonction {{0}, {e@f®g:e,f, g € G , ^le+'f+g = 0}, 0}, tandis que la partié 
pure 0 ° de 0 2 est {{0} ©(£©(£, {0}, Oj. Puisque G ©CE a la même dimension que 
•G on conclut que 0 ° coïncide avec la fonction caractéristique de Tt ( /= 1, 2). Pour 
démontrer que la factorisation que. nous venons de construire est une factorisation 
-étrange il ne nous reste donc qu 'à montrer que cette factorisation n'est pas régulière. 
¿ i ( 0 = [ h ~ Q A e u y 0 , ( e " ) ] 1 / 2 = 0 
A2(t) = 02(ei'T0(eü)ÍL/2 
est la projection orthogonale de G © G © G sur {OjffiGffiG, quel que.soit t. Donc 
<5) J ^ G © z l 2 ( G © G f f i G ) = {0}©({0}©GffiG) 
•et 
<6) ' Â^®A201<è = {0}©({0} © { / © / : /€<£}). 
E n comparant (5) à (6) on déduit que 
^(/^©^(Oi®©®©®)^ {Al(t)e®A2(t)01(eft)e:.egŒ} 
•(pour tout t), d 'où le fait que la factorisation que nous venons de considérer n'est 
p a s régulière. 
R e m a r q u e . L'opérateur T dont la fonction caractéristique coïncide avec la 
fonct ion (2), contient une translation unilatérale de multiplicité infinie ainsi que 
l 'adjoint de tel opérateur. Il y a une certaine analogie entre l'exemple ci-dessus et 
celui donné dans [4], Ch. VII, no. 4. 3, concernant l'existence des diviseurs réguliers 
•qui ne sont pas forts. Toutefois la multiplicité infinie des translations dans l'exemple 
ci-dessus semble être essentielle (voir la Proposition 2 ci-dessous). 
•Or on a 
tandis que 
3. L e m m a . Soit 
(7) Â — j 
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une factorisation régulière, ou A : 21 — 2 1 , , / 4 , : 2 [ - ~ © e M 2 : 9 3 — s o n t des contrac-
tions. Soit 
(7') A = B2B1 
une autre factorisation telle que 
B2 = U+A2V2! B1 = VlA1U 
où U^, V2, V y , U sont des opérateurs unitaires (dans les espaces correspondants). 
Si l'opérateur de défaut DA est de rang fini alors {!') est aussi une factorisation ré-
gulière. 
D é m o n s t r a t i o n . Comme 
(8) DBi = V*Dm V2, DBi = U*DAiU 
on a 3) 
(9) dim (7>Bl 21 © DBl S ) = dim (DAi 21 © DM S ) = dim D^L < = » . 
Soient Z et Z' définis pour a Ç DA 21 par 
Za = DAia®DÂ2A1a, Z' a = DBKa@DBlBxa. 
Les opérateurs Z et Z ' se prolongent en des isométries de D A 2 I dans = DAi 21© 
©£>^23 et î>' = DB[ 2i ©¿>^93, selon les cas (voir [4], Ch. VII, §3) . L a r égu -
larité de (7) veut dire que Z est unitaire. Par suite W—Z'Z* est une i sométr ie 
de D dans 3V. En vertu de (9), W doit être unitaire, ce qui oblige Z' d 'ê t re auss i 
unitaire. Ceci signifie que la factorisation (7') est régulière. 
4. P r o p o s i t i o n 2. Soit T une contraction c.n.u. aux indices de défaut finis~ 
Alors sa fonction caractéristique 0T n'admet pas des factorisations étranges. 
D é m o n s t r a t i o n . Soit {Em, E", 0T(X)} la fonct ion caractéristique de T et so i t 
(1) une factorisation étrange de 0T; soit de plus $ l 'espace but de 0 , (A) ( |A |<1) e t 
l 'espace source de 02(X) ( |A|<1). Avec les notat ions du no. 1, soit 
T - [TQy * J dans ô = § 1 © § 2 . 
En vertu de [4], Ch. VII. no. 4. 5, 7 \ et T2 sont aux indices de défaut finis. C o m m e 
la partie pure 0° et 0Y a comme espace source un sous-espace de E'" de d i m e n s i o n 
i>Tt et comme espace but un sous-espace de 5 de dimension b r * il résulte que 
dim g = ï)T* + m — bTr 
On peut donc supposer que <#=EP où p = b r * + m — b T i . Soit main tenant 
(10) 0T = A2(A)A,(A) ( | 2 | < 1 ) 
3) Pour la derniere égalité voir [4], Ch. VII, Prop. 3.2.d. 
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la factorisation régulière qui correspond au sous-espace invariant § ! . Par la même 
raison que ci-dessus on peut supposer que l'espace intermédiaire dans (10) est Ep. 
Puisque les parties pures de 6, (A) et A, (A) coïncident avec 0T(X), et que celles 
de 02 W et A2 (A) coïncident avec 0r^(X), il résulte aisément, du fait que p est fini, 
que 01 (A) et A, (A) coïncident, de même que 02(X) et A2(X). Donc il existe des 
opérateurs unitaires U (dans £'"), V,, V2 (dans Ep) et U^ (dans £"). tels que 
0i{X)=VlAi(X)U, 02(X)=U,A2(X)V2 ( |A|<1). 
Passant à la circonférence on a, presque partout en t, que la factorisation 
0T(e") = A2(e")A,(e") 
est régulière (voir [4], Ch. VII, no. 3. 1). Du lemme précédent on déduit alors que la 
factorisation 
0T(e") = 02(e")01(e"). 
est aussi régulière, presque partout en t, donc la factorisation (1) est régulière: 
contradiction! 
Par conséquent dans le cas envisagé il n'existe point des factorisations étranges. 
5. En aiiialysant la démonstration de la proposition précédente et en améliorant 
un peu le lemme du no. 3 on aboutit aisément à la conclusion que la Proposition 2 
peut être généralisée en la suivante 
P r o p o s i t i o n 3. Soit T une contraction c.n.u. telle que le. rang de 
A{t) - [l-0r(euy 0T(e")]U2 
soit fini presque partout en t. Alors 0T n'admet pas des factorisations étranges. 
Il est possible que la conclusion de cette proposition se conserve sous l'hypothèse 
plus faible que le rang de A(t) soit fini aux points d 'un ensemble de mesure po-
sitive. 
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